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Re´sume´
Un syste`me d’e´quations stochastiques nous sert a` de´crire l’e´volution de la vitesse
de rotation d’un disque ainsi que le couple applique´ dans l’e´coulement de Von-Karman.
Ce dernier est e´tudie´ de fac¸on analytique pour deux modes de forc¸age: vitesse angulaire
ou couple constant. Le principal re´sultat est que l’on retrouve la relation expe´rimentale
de [9]: dans la limite de l’inertie du disque nulle, la puissance injecte´ dans la turbulence
fluctue deux fois moins lorsque l’on force a` couple constant compare´ au forc¸age a` vitesse
angulaire constante. Ensuite, les distributions de probabilite´ de la vitesse angulaire et
du couple sont compare´es a` des donne´es expe´rimentales.
1 Introduction
Le dispositif de Von-Karman est un dispositif tre`s e´tudie´ [4, 5, 8] autant pour sa
capacite´ a` cre´er de la turbulence que pour ses proprie´te´s vis-a`-vis de l’effet dynamo. De par
son aspect (un cylindre avec un disque en rotation a` chaque extre´mite´), il a e´te´ surnomme´
”machine a` laver”. Dans un re´cent travail, Titon et Cadot ([9]) ont e´tudie´ la statistique de
puissance injecte´ quand les disques tournent a` la meˆme vitesse mais en sens oppose´ dans
une gamme de Reynolds comprise entre 2 × 104 et 5 × 105. Ils se sont focalise´s sur deux
re´gimes: dans le premier, la vitesse angulaire de rotation du disque est garde´ constante et
dans le deuxie`me le couple applique´ est fixe´. Pour ces deux modes d’injection d’e´nergie, la
forme des distributions de puissance injecte´ s’ave`re inde´pendante du nombre de Reynolds
et est globalement gaussienne avec une le´ge`re dissyme´trie. Par contre, les fluctuations de
cette meˆme puissance (plus pre´cise´ment l’e´cart type) de´pendent de fac¸on importante du
mode d’injection de l’e´nergie: elles sont deux fois plus importantes dans le premier re´gime
que dans le second lorsque l’inertie du disque tend vers une limite nulle.
Dans cette e´tude, nous proposons un mode`le stochastique qui permet de reproduire ce
re´sultat. Dans la premie`re partie, le mode`le est discute´; ensuite, on e´tudie analytiquement
les deux modes d’injection de l’e´nergie et la relation liant les fluctuations de puissance
est mise en e´vidence dans l’approximation d’un bruit de faible intensite´. Finalement, le
mode`le est confronte´ a` des donne´es expe´rimentales .
2 Le mode`le
Comme remarque´ par [9], l’e´quation de conservation du moment cine´tique pour un




= Γm(t) + Γf (t) (1)
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ou` Ω est la vitesse de rotation des disques, Γm est le moment fournie par le moteur et Γf
est le couple duˆ au fluide (couple turbulent). Ce dernier peut s’e´crire:
Γf ∝
∫
uθ(z = 0)uz(z = 0)dS (2)
Par convention, on a place´ le disque en z = 0. uθ et uz sont les vitesses angulaires et
axiales, quantite´s fluctuantes a` cause du caracte`re turbulent de l’e´coulement. D’un point
de vue dimensionnel, la partie moyenne de Γf doit eˆtre proportionnel a` Ω
2 et donc on
l’e´crit Γf = cΩ | Ω | −ξ ou` ξ est un bruit dont les proprie´te´s reste a` de´terminer. On a
inclus une valeur absolue dans la de´finition de la partie de´terministe de Γf afin d’introduire
une dissyme´trie entre ±Ω. En effet, pre`s des disques et sans turbulence (ξ = 0), on doit





= Γm(t)− cΩ | Ω | +ξ (3)
Il nous reste a` pre´ciser la statistique de ξ. Tout d’abord dans un souci de simplicite´,
nous avons conside´re´ le cas d’un bruit additif (ξ inde´pendant de Ω) mais les calculs se
ge´ne´ralisent assez facilement au cas d’un bruit multiplicatif. Ensuite, assez naturellement






) ou` < · > repre´sente une moyenne sur les re´alisations du bruit. De fac¸on










ou` Γ est un bruit gaussien de moyenne nulle et δ-corre´le´ en temps.
Il faut noter qu’en utilisant un mode`le quasi line´aire de turbulence ([10]), il est possible
de de´river le syste`me d’e´quations 3 et 4 a` partir de Navier-Stokes ([12]).
3 Re´sultats analytiques
Le syste`me d’e´quations 3 et 4 peut eˆtre e´tudie´ analytiquement dans deux cas qui
correspondent a` ceux e´tudie´s expe´rimentalement par [9]: le Ω-mode dans lequel les moteurs
sont re´gule´s a` vitesse angulaire constante et le Γ-mode dans lequel le couple de´livre´ par
les moteurs est garde´ constant. Nous traitons ces re´gimes se´pare´ment en nous concentrant
sur l’e´tude de la puissance fournie par les moteurs: P = ΓmΩ.
3.1 Ω-mode
Dans ce cas, Ω = cte et l’e´quation pour Ω se re´duit a` Γm = Γf = cΩ
2 − ξ. En
conse´quence, la statistique de P se de´duit directement de celle de ξ; c’est une variable
ale´atoire gaussienne de moyenne cΩ3 et de variance:





Dans ce cas, Γm = cte et le calcul est un peu plus difficile. On a a` re´soudre l’e´quations




= Γm − c | Ω | Ω+ ξ(t) (6)
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D’un point de vue technique, le proble`me vient de ce que ξ n’est pas un bruit δ-corre´le´
en temps. Cependant, cette difficulte´ peut eˆtre contourne´e en utilisant l’approximation
UCNA (unified colored noise approximation) de´veloppe´ par [3, 7]. Sous cette approxima-
tion (valable pour des temps de corre´lation du bruit tre`s grand ou tre`s petit), l’e´quation










avec ε(Ω) = I + 2cτ | Ω |. Cette e´quation e´tant maintenant Markovienne, on peut lui
appliquer les techniques standard des processus stochastiques ([2]) et de´river la distribution
de probabilite´ de Ω dans le cas stationnaire:




2θ(Ω)/3) + cτΩ2(Γmθ(Ω)− cΩ
2/2)] (8)
ou` θ est la fonction signe. Dans la perspective d’une comparaison avec l’Ω-mode, nous
devons calculer le moment d’ordre 2 de cette distribution ce qui n’est pas faisable dans le
cas ge´ne´ral.
3.3 La limite du bruit de faible intensite´





Ω, R2 = 2D
τΓ2m
et S = 2I√
cΓmτ
, on obtient pour la distribution stationnaire de χ:









ou` N repre´sente la normalisation.















En utilisant la me´thode du col (cf [1]) jusqu’au second ordre en 1
R2
, on obtient dans
la limite R 1:
< χn >= 1−
R2
4(4 + S)
n(2− n) +O(R4) (12)
a` partir de cette expression, on peut calculer la variance en unite´s adimensionalise´es,
toujours dans la limite R  1 et prendre la limite S −→ 0 (i.e., l’inertie du disque tend
vers 0):









Et en re´crivant cette e´quation pour Ω, on retrouve la relation expe´rimentale de [9] dans
la limite de l’inertie des disques nulle et du faible bruit.
δP 2Γ = Γ
2
m[< Ω
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Pour e´tudier l’influence de l’intensite´ du bruit sur la relation pre´ce´dente, on a repre´sente´ sur
la figure 1, α = <χ
2>−<χ>2
R2<χ>2
calcule´ nume´riquement a` partir de 9 en fonction de l’inertie
adimensionalise´e, S et simultane´ment l’expression de´rive´e de 12: dans la limite R  1,
α = 12(4+S) . On peut voir que pour R < 1, la relation pre´ce´dente est en accord avec la
relation nume´rique, alors que pour R > 1, les deux quantite´s s’e´cartent sensiblement l’une
de l’autre. De plus, dans ce dernier cas α ne tend plus vers 18 quand S −→ 0. La relation
14 est donc valable sous la double condition: R < 1 et I → 0.









































Fig. 1 – Evolution du parame`tre α = <χ
2>−<χ>2
R2<χ>2
avec S (i.e. l’inertie) pour diffe´rentes
valeurs de R (intensite´ du bruit). La courbe continue correspond a` l’approximation pour
l’intensite´ du bruit faible et la courbe en pointille´ aux valeurs calcule´es nume´riquement.
4 Confrontation a` l’expe´rience
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons tire´ de notre mode`le un re´sultat confirmant
des re´sultats expe´rimentaux concernant un moment de la distribution de Ω. Un autre
test peut eˆtre re´alise´ en utilisant les donne´es d’une expe´rience de type Von-Karman avec
l’eau comme fluide de travail [11]. Ce dispositif peut eˆtre re´gule´ aussi bien en Ω-mode
qu’en Γ-mode. Dans le premier cas, le couple de´livre´ par le moteur est e´gal a` celui de
la turbulence. Sa mesure nous donne donc une information directe sur Γf et selon notre
mode`le, on devrait avoir une distribution gaussienne avec une corre´lation exponentielle en
temps. La figure 2 nous montre cette corre´lation dans une expe´rience ou` Ω = 50 rad.s−1.
Mis a` part des oscillations d’origine inconnue, une tendance line´aire se dessine qui nous
donne acce`s au temps de corre´lation de ξ et a` l’intensite´ de ce dernier. Les valeurs obtenues
sont D = 2.5 10−3 Kg2.m4.s−3 and τ = 0.05 s. Le dernier parame`tre c est obtenu a` partir
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Fig. 2 – Corre´lation temporelle du couple turbulent a partir de laquelle on estime la valeur
du temps de corre´lation et le parame`tre D.















Fig. 3 – Points: PDF de la vitesse angulaire quand le syste`me est force´ a` couple constant
(Γm = 2.8 Kg.m
2.s−2) et ligne continue: la pre´diction construite a` partir des parme`tres
de´termine´ en Ω-mode
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de la valeur moyenne de Γf , qui nous donne c = 7.39 10
−4 Kg.m2. L’observation de
l’Ω-mode nous permet de de´terminer l’ensemble des parame`tres de notre mode`le et donc
de pre´dire sans degre´ de liberte´ supple´mentaire quelle sera la distribution de Ω lorsque
l’on forcera a` couple constant: une distribution dont la forme est donne´e par l’e´quation
6. La figure 3 montre les donne´es expe´rimentales dans une expe´rience a` couple constant
(Γm = 2.8 Kg.m
2.s−2) et telle que la vitesse angulaire moyenne soit la meˆme que celle de
l’Ω-mode, 50 rad.s−1. Comme on peut le constater, l’accord entre la courbe expe´rimentale
et la pre´diction est tre`s bon.
5 Conclusion
Graˆce a` un mode`le stochastique de la turbulence dans le dispositif de Von-Karman
que nous avons teste´ sur des donne´es expe´rimentales, nous avons e´te´ capable de retrouver
quelques caracte´ristiques de cet e´coulement. Plus pre´cise´ment, nous avons retrouve´ une
observation expe´rimentale reliant les fluctuations de puissance injecte´ entre 2 modes d’in-
jection (e´quation 14). De plus, le mode`le une fois calibre´ graˆce aux donne´es d’un mode de
forc¸age (Ω-mode) a permis la pre´diction de la forme de la distribution de probabilite´ de
Ω dans l’autre mode de forc¸age sans recours a` aucun parame`tre ajustable.
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